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S T U D I O R U M  P R O G R E S S U S  

Der kinetische Radius nichtkugelf6rmi~er 
Molekiile 

Yon H. HADWIGER 1, Bern  

I .  

I n  d iesem ers ten  A b s c h n i t t  wi rd  der  Begr i f f  des kine-  
t i schen  R a d i u s  eines Molekfils be l iebiger  k o n v e x e r  Ge- 
s t a l t  im  R a h m e n  der  e l e m e n t a r e n  k ine t i schen  Theor ie  
de r  Gase erk l / i r t ;  die Ergebn i s se  der  sich anschl ieBenden 
U n t e r s u c h u n g e n  der  vor l i egenden  Arbe i t  we rden  zusam-  
menfassend  er l / iu ter t  und  kurz  d iskut ier t .  

1. Die mittlere Wegliinge. Eine  f u n d a m e n t a t e  Or6Be 
der  k ine t i schen  Gas theor ie  ist  die yon CLAUSlVS ein- 
gef i ihr te  mittlere Wegliinge ~, d .h .  die mi t t l e r e  Liinge der  
Wegs t reeke ,  die ein Molekii l  eines idealen Gases zwischen 
zwei k o n s e k u t i v e n  Z u s a m m e n s t 6 g e n  m i t  anderen  Mole- 
ki i len zur i icklegt .  B e k a n n t l i c h  s ind versch iedene  physi -  
kal isch b e d e u t s a m e  Gr6Ben, wie beispielsweise der  Koef-  
f iz ient  der  inneren  Re ibung ,  der  W/ i rmele i tungskoef f i -  
z ient  u. a., von  Z abh/ingig.  Die  yon 2VIAXWELL auf  Grund  
des nach  ihm b e n a n n t e n  Geschwind igke i t sve r t e i lungs -  
gesetzes  ftir ~ abge le i t e te  F o r m e l  l a u t e t :  

1 
~t .......................... , (1) 

4 ]/7--?t D ~ 

wobei  D die D@htG d.h .  die Anzah l  der  Molekii le  pro 
Votumeinhe i t ,  und ~ den Radius der  kuge l f6 rmigen  Mole- 
kiile beze ichnen .  

Bei  de r  gel~iufigen A b l e i t u n g  der  F o r m e l  (1) nach  MAx- 
WELL spie l t  naturgemXl3 die Voraus se t zung  fiber die geo-  
me t r i sche  Ges ta l t  der  Molekii le,  d .h .  die A n n a h m e ,  dab  
es sich u m  k o n g r u e n t e  Kuge ln  handel t ,  eine wesent l iche  
Rolle .  

Die  fo lgenden  Ausf i ih rungen  sollen zeigen, dab  neuere  
]?:rgebnisse der  r l iu lnl iehen MaBgeomet r ie  k o n v e x e r  K6r-  
pe r  es n u n m e h r  er lauben,  die klassische A b l e i t u n g  ffir 
die mi t t l e r e  Wegl / inge  zu wiederholen  fiir den  al lgemei-  
neren  Fall ,  dag  die Molekfile un t e r  sich k o n g r u e n t e  kon-  
v e x e  K6rpe r  sind. Das  sich e rgebende  R e s u l t a t  l a u t e t  

4 ~/2~ (2) 
D (M2+4 ~ F) 

H ie rbe i  bedeu t en  F die Oberfliiche und  M das Integral der 
mitfleren Kri~mmung der  du reh  die Molekti le  repr/ isen- 
t i e r t en  k o n v e x e n  K0rper .  

Auf fa l l end  is t  h ier  der  U m s t a n d ,  dab  ~t n ich t  in di rek-  
t e r  \Veise v o m  Volumen V abhgng ig  ist. 

Die  kIassische CLAVSlUs-M~xWELLSChe F o r m e l  (1) is t  
na t f i r l ich  in (2) als Spezia l Ia l l  e n t h a l t e n ;  in der  T a t  h a t  
m a n  Ii ir  eine Kuge l  v o m  R a d i u s  e die F o r m e l n  M = 4 ~ 
und  F = 4 ~ ~ ;  m i t  d iesen EinsAtzen  g e h t  (2) in (1) 
tiber. 

2. Der hinelische Radius. U m  die zah l re ichen  F o r m e l n  
der  e l e m e n t a r e n  k ine t i s chen  Gas theor ie ,  in welche  der  
R a d i u s  ~ der  kuge l f6 rmig  a n g e n o m m e n e n  ~ o l e k t i l e  ein-  
geht ,  i m  Fat le  bel iebig  ges t a l t e t e r  Molekfile n i ch t  alle 
neu schre iben  zu miissen,  i s t  es zweckmABig, den kine- 
tischen Radius ~ einzuf i ihren.  Diesen k ine t i schen  Rad ius  
eines be l ieb ig  ge s t a l t e t en  Molekii ls  def inieren wir  als 
R a d i u s  des jen igen  kuge l f6 rmigen  g e d a c h t e n  Molekfils, 
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das (bei g le ichb le ibender  Dichte)  dieselbe mi t t l e r e  Weg-  
l i inge v e r a n l a g t  wie das vorgegebene .  D e n k t  m a n  sich 
die n i ch tkuge l f6 rmigen  Molekii le  des idealen Gases alle 
du rch  kuge l f6 rmige  v o m  Rad ius  ~ ersetz t ,  so ble iben 
d e m n a c h  alle k ine t i schen  E igenscha f t en  und Wer t e ,  in- 
sofern  sie nur  yon der  mi t t l e r en  Wegl / inge  abh/ ingig  sind, 
unve r~nde r t .  D u r c h  Gle ichse tzung  yon  (1) und  (2) er-  
g ib t  sich so die F o r m e l  

F- 

= }I 32 ~2 (3) 

ffir den  k ine t i schen  Radius .  

3. Der Radienquotient. U m  versch ieden  ge s t a l t e t e  
Moteki i le  yore  G e s i c h t s p u n k t  der  k ine t i schen  Gas theor ie  
aus gegense i t ig  ve rg le ichen  zu k6nnen,  is t  es aus  physi -  
ka l i schen  Grt inden gegeben,  diese auf  gIeiches gemein-  
sames  V o l u m e n  zu beziehen.  Es  sei 00 der  Volumradius 
des Molekiils,  d .h .  00 sei der  Rad ius  der jen igen  I(ugel ,  
welche  m i t  d e m  b e t r a c h t e t e n  MolektiI  vo lumgle i ch  sei. 
Of fenbar  is t  

0 o =  V 4z~" (4) 

E in  n i ch t  yon  der  e f fek t iven  Gr6Be, sondern  nu r  yon 
der  Ges t a l t  eines n i ch tkuge l f6 rmigen  Molekti ls  abh~n-  
giges Mag  ffir die k ine t i sche  W i r k u n g  ist  der  / ihnlich- 
ke i t s i nva r i an t e  Radienquotient 

0 ---- - - .  (5) 

E r  r ep r~sen t i e r t  das  Verh/ i l tn is  yon  k ine t i s chem Rad ius  0 
und  Vo lumrad ius  eu. 

Aus  (3) und  (4) erhfi.tt m a n  

wobei  die numer i s che  I ( o n s t a n t e  e durch  

¢¢ = ~ 1 9 2  ~2 = 0,090 706 ... (7) 

gegeben  ist. - I n  welcher  Weise  der  Quo t i en t  ,; als U m -  
r e c h n u n g s f a k t o r  fiir  die G r u n d f o r m e l n  der  k ine t i schen  
Gas theor i e  he rangezogen  werden  kann,  zeigt  die fol- 
gende  Diskuss ion  fiber die mi t t l e r e  Wegl~tnge. W i r  neh-  
m e n  an, dab  anf  Grund  der  D ich t e  D und  dem als be- 
k a n n t  vo rausgese t z t en  V o l u m e n  V der  Molekt i le  die 
mi t t l e r e  -Wegl~inge n~.ch der  klass ischen F o r m e l  berech-  
ne t  worden  sei. Die  h ier  i ibliche A n n a h m e  e iner  Kuge l -  
ges ta l t  de r  Moleki i le  f t ihr t  o f fenbar  zwangsl i iuf ig  dazu,  
in de r  F o r m e l  (1) den  Vo lumrad ius  e0 e inzuse tzen .  Der  
sich so e rgebende  ~,Vert sei 2e. S ind  nun  abe r  die Moie- 
kiite n i ch t  kugel f6rmig ,  so hi i t te  m a n  m i t  F o r m e l  (2) 
r echnen  sol len;  dies ist  indessen g l e i chbedeu tend  d a m i t ,  
in (1) den  k ine t i schen  Rad ius  O e inzuse tzen .  Der  sich so 
e rgebende  r ich t ige  oder  kor r ig ie r te  ~Vert ;~ h~ingt nun  
m i t  d e m  klass ischen W e r t  ~0 du rch  die U m r e c h n u n g s -  
fo rmel  

~0 ), = ~-r (8) 

z u s a m m e n .  

4. Eine Extremaleigenscha/t kugelfiirmiger Moleki~te. 
Ft i r  eine Kuge l  ha t  der  m i t  (6) und  (7) e ingef t ih r te  
R a d i e n q u o t i e n t  den W e r t  t;---- 1. N u n  gel ten  n a c h  der  
v o r  a l lem yon H.  MINKOWSKI begr i inde ten  MaBgeomet r i e  
k o n v e x e r  K 6 r p e r  die Ung le i chungen  

M 3 ~ 48 ~* V 
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und 
F 3 ~ 36 a V ~, 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur  dann gilt, 
wenn es sich um eine Kugel handelt.  Die Folgerung fiir den 
Radienquot ienten  V ist nach (6) und (7) die Ungleiehung 

• j >_ 1, (9) 

wobei das Gleichheitszeichen nut  ftir kugelf6rmige Mole- 
kiile in Bet racht  f~llt, Dami t  ist die Extremaleigenschaf t  
kugelf6rmiger Molekiile ausgedriickt, unter  alien konvex  
geformten volumgleichen Molekiilen den kleinstm6g- 
lichen Radienquot ienten,  also die gr6BtmSgliche mit t lere  
Wegl~nge zu veranlassen. 

5. Rotationseltipsoidische ~rotekiile. Der Radienquo-  
t ient  ~ soll nun ftir Rotationsell ipsoide mit  den Halb-  
achsen a, a, b berechnet  werden. Wegen der J~hnlich- 
kei ts invarianz ist ~ /nut  yore Achsenverh~ltnis  

b 
= - -  (10) 

abh~ngig. Die Wahl  dieser besonderen elementaren ein- 
parametr igen Schar yon Rotat ionsk6rperformen bie te t  
den Vorteil, flache oder scheibenf6rmige und auch lange 
oder stabf6rmige Formtypen  s imultan zu erfassen. 

Als P ro to typ  scheibenf6rmiger Molekiile 1/igt sich ein 
Rotationsell ipsoid mi t  0 < n < 1 w/ihlen. Fi i r  die drei 
fundamentalen MaBzahlen stehen in  diesem Fall  die fol- 
genden Formeln zur Verfiigung: 

arc cos 

F = 2 ~ a  2 1+ - - ~ _ ~ -  In ~ -/; [ 

t 4 ~  a8 
V = - -  T -  n .  

Als Pro to typ  stabf6rmiger MoleMile dient  dagegen ein 
Rotat ionsel l ipsoid mit  1 < ~ < co. In diesem Fall gelten 
die Formeln : 

- -  In (~¢+ 2¢I 2¢~a / ~+ 1 

4 z  
3 

Auf Grund yon (11) und (12) k6nnen die Radien-  
quot ienten  ~ nach (6) berechnet  werden. 'Die unten Iol- 
gende Tafel  enthlilt  einige Wer te  fiir flache und lange 
Typen.  Das mit  Abb. 1 wiedergegebene Diagramm illu- 
s tr ier t  die Abh~ngigkeit  des ~ von ~. Der  Tiefpunkt  
entspr icht  der Kugel bei ~ = 1. 

d /# 
Abb, 1. 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 

1,625 
1,316 
1,181 
1,107 
1,062 
1,034 
1,017 
1,007 
1,00i 
1,000 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

1,000 
1,067 
1,175 
1,288 
1,400 
1,511 
1,618 
1,723 
1,825 
1,925 

IL  

Der iolgende, zweite Abschni t t  dient der Vorberei tung 
der mathemat ischen ]3eweisfiihrung; insbesondere wird 
ein Satz der Mal3geometrie der konvexen K6rper  er- 
l~Lutert, dessen Anwendung die Herle i tung des Haupt -  
resultats der vorliegenden Arbei t  s tark vereinfacht.  

6. Die Maflzahlen eines konvexen K6rpers, In der MaB- 
geometrie konvexer  K6rper spielen drei MaBzahlen eine 
fundamentale  Rolle, nRmlich das Integral  der mit t leren 
Krt immung M, die Oberfl~che F u n d  das Volumen V. 
Diese drei einem konvexen K6rper K zugewiesenen 
~Verte t re ten  in der Volumformel  von J. STEINER als 
Koeffizienten auf. Diese laute t :  

4~  a 
Va = V+F a+  M a~+ --3- a , (13) 

Hierbei  ist Va das Volumen des ~u~eren Parallelk6r- 
pers Ka yon K, den man als K6rper  derjenigen Punkte  
erklAren kann, welche yon K einen a nicht  iibertreffen- 
den Abstand aufweisen. 

7. Ein  Funktionalsatz. Ist  jedem konvexen KSrper K 
eindeutig ein Funkt ionswer t  ~0(K) zugeordnet,  so spre- 
chen wir yon einem Funkt ionaL 9(K) heiBt bewegungs- 
invariant, wenn ~(K) = ~o(K') ist, falls K und K '  kon- 
gruent  sind; 9(K) heiBt additiv, wenn 

~(K,+ K") + ~(~;'K") = ~(K') + ~(K") 

ist, falls K = K ' +  K "  durch eine Ebene in die beiden 
konvexen Teile K '  und K "  zerlegt ist; der Durchschni t t  
K'K'" bezeichnet  den ebenen Schnit tbereich,  der yon 
der Ebene aus K ausgeschnit ten wird; ~(K) heiBt stetig, 
wenn [~(K) -- ~(K') I<: a ausfiillt, falls K '  ein K6rper 
ist, welcher der Distanzbedingung d(K, K') < 0, unter- 
liegt. 

Die Distanz zweier KSrper K und K '  ist hierbei durch 

d(K, K') ----- inf a (tra D= K', K~ D__ If) 
definiert. 

Es ist eine bekannte  Tatsache,  dab die drei MaBzahlen 
M = M(K),  F -~ F(K) und V = V(K), als Funkt ionale  
des KSrpers K aufgefaBt, die obenerw~ihnten drei Eigen- 
schaften besitzen. 

!Jmgekehr t  gilt nun ein Funktionalsatz, der folgendes 
besagt:  

Is t  ~0(K) ein fiber der Klasse der konvexen K6rper  K 
definiertes bewegungsinvariantes,  addit ives und stetiges 
Funktional ,  so gibt  es v i e r  Koeffizienten Ci, so dal3 fiir 
alle K 

q)( K) = Co+ C,M + C,F + Ca V (14) 
gilt. 
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I I I .  

I n  d i e sem l e t z t e n  A b s c h n i t t  w i rd  e ine  H e r l e i t u n g  de r  
F o r m e l  fi ir  die m i t t l e r e  Stol3zahl  bei  k o n v e x e n  Mole- 
k i i len  g e g e b e n ;  die m i t t l e r e  Wegl~inge e r g i b t  s ich  un-  
m i t t e l b a r  aus  de r  S toBzahl .  

8. Die mittlere Stoflzahl. U n t e r  de r  A n n a h m e  kuge l -  
f 6 r m i g e r  Moleki i le  g e w i n n t  m a n  n a c h  den  b e k a n n t e n  
Ans~t tzen de r  e l e m e n t a r e n  k i n e t i s c h e n  G a s t h e o r i e  fi ir  
die mittlere S to~mhl  N, d . h .  fiir die A n z a h l  de r  Z u s a m -  
mens t6Be ,  die e in  a u s g e w ~ h l t e s  Moleki i l  p ro  Z e i t e i n h e i t  
m i t  den  a n d e r n  v e r u r s a c h t ,  die F o r m e l  

N = 4 ' ~ D ~ o  2. (15) 

H i e r b e i  b e z e i c h n e n  ~ u n d  D ~V[olekfilradius u n d  D i c h t e  
wie i m  e r s t e n  A b s c h n i t t ;  f e rne r  b e d e u t e t  ~ d i e  mittlere 
Relativgeschwindigkeit  der  Molekii le .  Diese  i s t  v o n d e r  
mittleren Geschwindigkeit ~ wohl  zu u n t e r s c h e i d e n .  W i r d  
das  MAXWELLsche G e s c h w i n d i g k e i t s g e s e t z  in  K r a f t  ge- 
se tz t ,  so h a t  m a n  n a c h  E r g e b n i s s e n  k l a s s i s che r  R e c h -  
n u n g e n  

= f f  ~. (16) 

Die m i t t l e r e  Wegl~inge ~ h ~ n g t  m i t  de r  Stof3zahl  N 
in e i n f a c h s t e r  Weise  d i r e k t  z u s a m m e n ,  u n d  zwar  gilt ,  
wie m a n  s ich  mi ihe los  f iber legt ,  die R e l a t i o n  

= ~ - ,  (17) 

die wi r  a u c h  fiir  u n s e r e n  a l l g e m e i n e r e n  Fa l l  n i c h t k u g e l -  
f 6 rmige r  Moleki i le  v e r w e n d e n  w e r den .  N a c h  (17) e r g i b t  
s ich  m i t  (15) u n d  (16) die MAXWELLSChe F o r m e l  (1). 

9. Das mathematische Modell  des Stoflzahlproblems. Fi i r  
die E r m i t t l u n g  de r  m i t t l e r e n  S toBzah l  N i s t  es n i c h t  er- 
fo rder l i ch ,  die w a h r e n  Abl~tufe de r  S t o B v o r g ~ n g e  in 
s t r i k t e r  p h y s i k a l i s c h e r  I n t e r p r e t a t i o n  zu ve r fo lgen ;  ins-  
b e s o n d e r e  i s t  es t iberflf issig,  die d u r c h  die S t o B w i r k u n -  
gen  v e r u r s a c h t e n  R i c h t u n g s -  u n d  G e s c h w i n d i g k e i t s i i n d e -  
r u n g e n  zu be f i i cks i ch t igen .  E s  i s t  n~,mlich e ine  c h a r a k -  
t e r i s t i s c h e  E i g e n s c h a f t  des  IV[AXWELLschen G e s c h w i n d i g -  
k e i t s v e r t e i l u n g s g e s e t z e s ,  d a b  s ich  die r e l a t i v e n  H~uf ig -  
k e i t e n  de r  d u r c h  die Molekf i le  r ep r~ t sen t i e r t en  Geschwin -  
d i g k e i t c n  u n d  B e w e g u n g s r i c h t u n g e n  gegen t ibe r  den  
d a u e r n d e n  S t o B w i r k u n g e n  i n v a r i a n t  v e r h a l t e n .  E i n e  Mi t -  
e i n b e z i e h u n g  d iese r  E i n w i r k u n g e n  h~itte au f  den  zu be-  
r e c h n e n d e n  W e f t  y o n  N k e i n e n  Einflul3.  E i n e  d a m i t  im 
Z u s a m m e n h a n g  s t e h e n d e  V e r e i n f a c h u n g ,  die f i i r  die 
m a t h e m a t i s c h e  F a s s u n g  des S to l3zah lp rob lems  s eh r  we- 
s e n t l i c h  ist ,  b e s t e h t  da r in ,  n i c h t  a u f  die gegense i t ige  
r~iumliche U n d u r c h d r i n g l i c h k e i t  de r  Molekfi le  zu a c h t e n .  
Die  m a t e r i e l l e n  ]V[olekiile w e r d e n  d u r c h  k o n g r u e n t e  f ik-  
t i r e  g e o m e t r i s c h e  K 6 r p e r  e r se tz t ,  die s ich  g le ich  v e r t e i l t  
in  a l l en  R a u m r i c h t u n g e n  ge rad l in ig  u n d  t r a n s l a t i v  be-  
wegen,  u n d  zwar  m i t  G e s c h w i n d i g k e i t e n ,  die das  MAX- 
WELLsche Gese t z  rea l i s ie ren .  Als StoB wi rd  jede  geo- 
m e t r i s c h e  D u r c h d r i n g u n g  reg i s t r i e r t ,  we lche  au f  solche  
V~reise zwi schen  zwei K 6 r p e r n  z u s t a n d e  k o m m t .  E n d l i c h  
l~iBt s ich  da s  S y s t e m  der  s ich  s i m u l t a n  b e w e g e n d e n  Mole- 
kii le  d u r c h  das  fo lgende  e i n f a c h e r e  Modell  e r se t zen  : Alle 
K 6 r p e r  K r u h e n  u n d  s ind  f i i uml i ch  so ve r t e i l t ,  d a b  die 
i m  Mi t t e l  au f  die V o l u m e i n h e i t  e n t f a l l e n d e  A n z a h l  gleich 
de r  v o r g e g e b e n e n  D i c h t e  D i s t .  

E i n  e inz iger  K 6 r p e r  K 0 b e w e g t  s ich  in  i r g e n d e i n e r  
R a u m r i c h t u n g  t r a n s l a t i v  m i t  de r  k o n s t a n t e n  G e s c h w i n -  
d igke i t  ~, a lso m i t  de r  m i t t l e r e n  R e l a t i v g e s c h w i n d i g k e i t .  
Die  zu  e r m i t t e l n d e  S t o l h a h l  N i s t  d a n n  i d e n t i s c h  m i t  
dern  E r w a r t u n g s w e r t  de r  Z a h l  de r  r u h e n d e n  K 6 r p e r  K,  
die p ro  Z e i t e i n h e i t  m i t  d e m  s ich  b c w e g e n d e n  K 6 r p e r  K 0 

z u r  gegense i t i gen  D u r c h d r i n g u n g  ge langen .  I n  A b b .  2 
s i n d  diese Verh~i l tnisse  b i ld l i ch  da rges t e l l t .  De r  y o n  ,K o 
w i t h r e n d  e ine r  Z e i t s p a n n e  A b e s t r i c h e n e  R a u m t e i l  s t e l l t  
e inen  z y l i n d e r f 6 r m i g e n  k o n v e x e n  K 6 r p e r  K~  dar .  I s t  

Abb. 2. 

n(A) die A n z a h l  de r  K 6 r p e r  K,  die v o n  K0 ~ ge t ro f f en  
werden ,  so is t  j e t z t  die S toBzah l  N zu i n t e r p r e t i e r e n  als  
de r  E r w a r t u n g s w e r t  v o n  

N ' =  lim n(A) , ~  A (18) 

D a m i t  h a b e n  wir  e in  Model l  e n t w i c k e l t ,  das  s ich  yon  
s e i n e m  p h y s i k a l i s c h e n  U r b i l d  we i t  e n t f e r n t ,  da f i i r  a b e r  
a n  m a t h e m a t i s c h e r  E i n f a c h h e i t  u n d  F a l 3 b a r k e i t  sovie l  
g e w o n n e n  h a t ,  d a b  das  ges te l l t e  P r o b l e m  der  B e s t i m -  
m u n g  y o n  N v611ig e x a k t  ge l6s t  w e r d e n  k a n n .  Das  Pr~i- 
d i k a t  e x a k t  v e r s t e h t  s ich n a t u r g e m X B  r e l a t i v  z u m  m a t h e -  
m a t i s c h e n  Model l .  

10. Die L6sung des Stoflzahlproblems. Fi i r  die yon  uns  
e i n g e s e h l a g e n e  M e t h o d e  i s t  es c h a r a k t e r i s t i s c h ,  d a b  fiir  
die B e s t i m m u n g  de r  m i t t l e r e n  S toBzah l  N n u n  ke ine  
e x p l i z i t e n  M i t t e l w e r t s i n t e g r a t i o n e n  e r fo rde r l i ch  we rden ,  
s o n d e r n  d a b  s ich  die A u f g a b e  n a c h  A n w e n d u n g  des 
F u n k t i o n a l s a t z e s ,  den  wir  im zwe i t en  A b s c h n i t t  e r6 r t e r -  
t en ,  au f  e ine  K o e f f i z i e n t e n b e s t i m m u n g  r eduz i e r t .  - W i r  
d e n k e n  uns  zun~ichst  den  k o n v e x e n  K 6 r p e r  K o y o n  e ine r  
yon  den  K unabh~ ing igen  Gr6Be u n d  F o r m .  Die  i h m  zu-  
k o m m e n d e n  M a B z a h l e n  se ien  M 0 , F o u n d  V 0. Die  r u h e n -  
den  K 6 r p e r  K sol len  die M a B z a h l e n  M,  F u n d  V auf -  
we / sen ;  i m  i i b r igen  sol len  die K d u r c h  ih re  rAuml iche  
V e r t e i l u n g  die D i c h t e  D r e p r ~ s e n t i e r e n .  D e n k e n  w i r  uns  
n u n  D lest ,  K 0 u n d  K unabh~ ing ig  v a r i a b e l ,  so w i r d  
o f f e n b a r  

N = qb(K, Ko) , (19) 

d .h .  die S toBzah l  N wi rd  ein F u n k t i o n a l  de r  b e i d e n  K6r -  
p e r  K u n d  K 0 sein.  F a s s e n  wir  z u n ~ c h s t  K 0 als  lest ,  K als  
v a r i a b e l  auf,  so i s t  s inngem~iB 

~o( K) = qs( Z¢, Ko) (20) 

zu se tzen .  N u n  s t e l l t  s ich  b a l d  he r aus ,  d a b  da s  m i t  An-  
s a t z  (20) e inge f i i h r t e  F u n k t i o n a l  b e w e g u n g s i n v a r i a n t ,  
a d d i t i v  u n d  s t e t i g  ist,  also die i m  zwe i t en  A b s c h n i t t  be-  
t r a c h t e t e n  c h a r a k t e r i s t i s c h e n  E i g e n s c h a f t e n  aufweis t .  
Die  B e w e g u n g s i n v a r i a n z  fo lg t  t r i v i a l  au s  de r  D e f i n i t i o n  
y o n  N.  Die  A d d i t i v i t ~ t  e r g i b t  s ich  au f  G r u n d  de r  Fes t -  
s t e l lung ,  d a b  fiir  die A n z a h l  re(K) de r  D u r c h d r i n g u n g e n  
y o n  K 0 m i t  den  K fiir j ede  be l i eb ige  Lage  v o n  K 0 di~ 
F u n k t i o n a l g l e i c h u n g  
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m( K" + K")  + m( K '  K")  = m(K') + m(K") 

besteht .  Zur  Ver i f ika t ion  vergle iche man  die rai t  Abb.  3 
vorge leg te  s chema t i s che  Dars te l lung .  Die  S t e t i gke i t  ist  
an  und  fiir sich plausibel  ; au f  den  m a t h e m a t i s c h e n  Nach-  
weis dieser  E igenscha f t  mtissen wir  m i t  Rf icks ich t  auf  
den  Cha rak t e r  dieser  Arbe i t  h ier  ve rz ich ten .  

Abb. 3. 

© 
Abb; 4; 

Die A n w e n d u n g  des Funk t iona l s a t ze s  (14) e rg ib t  nun  

q)(K) = qb(K, Ko) = A o + A 1 M + A ~ F + A z V  , (21) 

wobei  die Koef f i z i en ten  A~ naturgemitB yon  d e m  zu-  
ni iehst  als les t  a n g e n o m m e n e n  K 6 r p e r  Ko abh~ngig  sind. 

Fassen  wir  u m g e k e h r t  K als fest  und  K 0 als va r i abe l  
auf  und  se tzen wir  en t sp rechend  

~(K0) = ~(K, Ko), (22) 

so gi l t  ffir das F u n k t i o n a l  W das Ana loge  wie ftir 9 we l t e r  
oben.  In  gle icher  Weise  e rg ib t  sich nach  dem F u n k t i o n a l -  
sa tz  

y)(Ko) = # ( K ,  Ko) = B o +  B t M o +  B2Fo+ B a V o, (23) 
wobei  n u n m e h r  die Koef f i z i en ten  B t yon  K abhgng ig  
sind. 

Aus  (2I) und  (23) fo lger t  m a n  je tz t ,  dab  es k o n s t a n t e  
Koef f i z i en ten  C,k gibt ,  so dab 

¢ ( K , / Q )  ---- C00 
+ CloM+ ColMo 
+ C20F+ C n M M o +  Co2Fo 
+ C~o V+ C2aFMo+ CI~MFo+ Co3 V o (24) 
+ C~I V M  o + C~2FF o + Cts M V o 
+ C3~VFo + C~aFVo 
+c~3vvo 

gilt.  Die  E r m i t t l u n g  der  Koef f iz ien ten  Cte is t  e infach  
und wird  d a d u r c h  er re icht ,  dal3 m a n  an Stel le  yon  K 
und  K o zwei Kuge ln  m i t  den R a d i e n  R und  R o in ]~r- 
w~igung zieht .  

In  diesem Fal l  lXBt sich N = # ( K ,  Ko) d i rek t  berech-  
nen.  D e r  yon  K o in der  Z e i t s p a n n e  z] du rchs t r i chene  
R a u m t e i l  Ko~ ist  ein Kuge lzy l inde r  v o m  Rad ius  R o u n d  
der  ZylinderlXnge 3A. Vergleiehe hierzu die Dar s t e l l ung  
in Abb.  4. Die  Anzah l  n(A) der  yon  I4 0 ge t ro f fenen  
Kugelf i  K ist  o f fenbar  iden t i sch  m i t  de r  Anzah l  de r  
K u g e l m i t t e l p u n k t e  d e r / 4 ,  die de r  ~Lul3ere Pa ra l l e lkSrpe r  
yon K~ im A b s t a n d  /? enthii t t .  Dieser  is t  ein Kuge l -  
zy l inder  v o m  Rad ius  R + ~o  und der  Zyl inder l / inge 3d.  
Ffir  grot3e d haben  wi r  

n(A) ~ ~ D ~ A ( R +  Ro)~, (25) 

und  d e m n a c h  nach  Ansa tz  (18) 

N '  = r~ D ~ (R+ R0)~. (26) 

Se tz t  m a n  j e t z t  in (24) die den K u g e l n  K und  K o ent -  
sp rechenden  MaBzahlen  

M = 4 r r R  F = 4 ~ R  ~, V =  4~z Ra ; | 

' 3 l (27) 6 ~  a 
M 0 ~= 4~rR 0, F 0 = 4 ~ R o  ~, V o . . . . .  f - R ~ i  

ein, so g e s t a t t e t  die I d e n t i f i k a t i o n  des en t s t ehenden  Aus- 
druckes  m i t  (26) die K o e f f i z i e n t e n  C,k ~bzulesen.  Es  er- 
g ib t  sich so 

C2 0 __ D ~ C l l  = D .~ Cos D ~ [ 
4 ' s ~ - '  = - 4 - - ;  (2s) 

/ C,k = 0 fiir jedes andere Indizespaar i k. 

D a m i t  e rha l t en  wir  fiir das m i t  (19) e ingef i ih r te  F u n k -  
t iona l  

¢ ( K ,  Ko ) = D ~  ( 2 ~ r F + M M o + 2 Z F o ) .  (29) 

I n d e m  wi r  endlJch K o m i t  K k o n g r u e n t  annehmen ,  ge- 
winnen  wir  den gesuch ten  W e r t  fiir die mi t t l e r e  StoB- 
zahl  N,  n~ml ich  

D ~ (M~+4~) .  (30) x = ~ -  

Aus ( 1 7 ) e r g i b t  sich nun  mi t  R t icks ich t  auf  (16) die ge- 
such te  F o r m e l  

3, 4 [/2-~r (31) 
D ( M 2 + 4 ~ F )  

fiir die mi t t l e r e  WeglSnge.  D a m i t  is t  das  H a u p t e r g e b n i s  
de r  vo r l i egenden  A r b e i t  e r re icht .  

S u m m a r y  

The  molecules  of an  ideal  gas are  supposed  to  be con- 
g r u e n t  and c o n v e x  bodies  K of r a n d o m  form.  The  
"k ine t i c  r ad ius"  0 is def ined  as radius  of those  spher ical  
molecules  K 0 wh ich - -  accord ing  to  t he  classical  CLAUSIUS- 
MAXWELL principles  of the  k i n e t i c g a s  t h e o r y  and  under  
the  same  ex te rna l  c o n d i t i o n s - - h a v e  the  same mean  free 
p a t h  and  the  same  n u m b e r  of coll is ions as the  molecules  
K.  The  spheres/x% are  supposed  to  be e q u i v a l e n t  to the  
bodies  /'2 r ega rd ing  the  k ine t ic  act ions,  

I n  th i s  n o t e  t h e  fo rmula  

= ViZvl~ + 4 z F) /32  ~2 
is deduced  (M = in tegra l  of t he  m e a n  cu rva tu re ,  F = sur- 
face of K). 


