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STUDIORUM PROGRESSUS

Der kinetische Radius nichtkugelfdormiger
Molekiile

Von H. Hapwicer}, Bern

I

In diesem ersten Abschnitt wird der Begriff des kine-
tischen Radius eines Molekiils beliebiger konvexer Ge-
stalt im Rahmen der elementaren kinetischen Theorie
der Gase erklirt; die Ergebnisse der sich anschlieBenden
Untersuchungen der vorliegenden Arbeit werden zusam-
menfassend erlidutert und kurz diskutiert,

1. Die mittleve Weglinge. Eine fundamentale GroBe
der kinetischen Gastheorie ist die von CLAUSIUS ein-
gefiithrte mittlere Wegldnge A, d.h. die mittlere Linge der
Wegstrecke, die ein Molekiil eines idealen Gases zwischen
zwei konsekutiven ZusammenstéBen mit anderen Mole-
kiilen zuriicklegt. Bekanntlich sind verschiedene physi-
kalisch bedeutsame GroBen, wie beispielsweise der Koef-
fizient der inneren Reibung, der Wirmeleitungskoeffi-
zient u.a., von 1 abhingig. Die von MAXwELL auf Grund
des nach ihm benannten Geschwindigkeitsverteilungs-
gesetzes fiir A abgeleitete Formel lautet:
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wobei D die Dichte, d.h. die Anzahl der Molekiile pro
Volumeinheit, und ¢ den Radius der kugelférmigen Mole-
kiile bezeichnen.

Bei der geldufigen Ableitung der Formel (1) nach Max-
WELL spielt naturgemill die Voraussetzung iiber die geo-
metrische Gestalt der Molekiile, d.h. die Annahme, dal}
es sich um kongruente Kugeln handelt, eine wesentliche
Rolle.

Die folgenden Ausiithrungen sollen zeigen, dafl neuere
Ergebnisse der riumlichen MafB3geometrie konvexer Kor-
per es nunmehr erlauben, die klassische Ableitung fiir
die mittlere Weglinge zu wiederholen fiir den allgemei-

neren Fall, da die Molekiile unter sich kongruente kon-
vexe Korper sind. Das sich ergebende Resultat lautet
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Hierbei bedeuten F die Qberfldche und M das Integral dev
mittleven Kriimmung der durch die Molekiile reprisen-
tierten konvexen Korper.

Auffallend ist hier der Umstand, dafl 4 nicht in direk-
ter Weise vom Volumen V abhéangig ist.

Die klassische Crausius-MaxweLLsche Formel (1} ist
natiirlich in {2) als Spezialfall enthalten; in der Tat hat
man fiir eine Kugel vom Radius ¢ die Formeln M =4z ¢
und F = 4 n 0%, mit diesen Einsitzen geht (2) in (1)
iiber.

2. Der kinetische Radius. Um die zahlreichen Formeln
der elementaren kinetischen Gastheorie, in welche der
Radius ¢ der kugelférmig angenommenen Molekiile ein-
geht, im Falle beliebig gestalteter Molekiile nicht alle
neu schreiben zu miissen, ist es zweckmiBig, den kine-
tischen Radius ¢ einzufithren. Diesen kinetischen Radius
eines beliebig gestalteten Molekiils definieren wir als
Radius desjenigen kugelférmigen gedachten Molekiils,
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das (bei gleichbleibender Dichte) dieselbe mittlere Weg-
lange veranlaBt wie das vorgegebene. Denkt man sich
die nichtkugelfésrmigen Molekiile des idealen Gases alle
durch kugelférmige vom Radius g ersetzt, so bleiben
demnach alle kinetischen Eigenschaften und Werte, in-
sofern sie nur von der mittleren Weglinge abhingig sind,
unverindert. Durch Gleichsetzung von (1) und (2} er-
gibt sich so die Formel

9=V“M2+4;{}7— 3

3278
fiir den kinetischen Radius.

3. Der Radienquotient., Um verschieden gestaltete
Molekiile vom Gesichtspunkt der kinetischen Gastheorie
aus gegenseitig vergleichen zu kdnnen, ist es aus physi-
kalischen Griinden gegeben, diese auf gleiches gemein-
sames Volumen zu beziehen. Es sei p, der Volumradius
des Molekiils, d.h. g, sei der Radius derjenigen Kugel,
welche mit dem betrachteten Molekiil volumgleich sei.
Offenbar ist

2 /3
= iy (4)

Ein nicht von der effektiven Grofle, sondern nur von
der Gestalt eines nichtkugelformigen Molekiils abhin-
giges MaB fiir die kinetische Wirkung ist der dhnlich-
keitsinvariante Radienquotient

Q
= 5
2 )
Erreprisentiert das Verhdltnis von kinetischem Radius g
und Volumradius g,.

Aus (3) und (4) erhilt man
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wobet die numerische Konstante a durch

Y
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n=a-

o = 0,090 706 ... 7

gegeben ist. — In welcher Weise der Quotient 5 als Um-
rechnungsfaktor fiir die Grundformeln der kinetischen
Gastheorie herangezogen werden kann, zeigt die fol-
gende Diskussion iiber die mittlere Weglinge. Wir neh-
men an, daB auf Grund der Dichte D und dem als be-
kannt vorausgesetzten Volumen V der Molekiile die
mittlere Weglinge nach der klassischen Formel berech-
net worden sei. Die hier iibliche Annahme einer Kugel-
gestalt der Molekiile {iihrt offenbar zwangsliufig dazu,
in der Formel (1) den Volumradius g, einzusetzen. Der
sich so ergebende Wert sei 4,. Sind nun aber die Mole-
kiile nicht kugelf6rmig, so hitte man mit Formel (2)
rechnen sollen; dies ist indessen gleichbedeutend damit,
in {1) den kinetischen Radius ¢ einzusetzen. Der sich so
ergebende richtige oder korrigierte Wert 4 hingt nun
mit dem klassischen Wert 1, durch die Umrechnungs-
formel
2

r=5 ®
zusammen.

4. Eine Extvemaleigenschaft kugelformiger Molekiile.
Fiir eine Kugel hat der mit (6) und (7} eingefiihrte
Radienquotient den Wert = 1. Nun gelten nach der
vor allem von H. MingowsK1 begriindeten Maflgeometrie
konvexer Korper die Ungleichungen

M3 =482V
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und
F32> 367 V2,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt,
wenn es sich um eine Kugel handelt. Die Folgerung fiir den
Radienquotienten # ist nach (6) und (7) die Ungleichung

n=1, ©)
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir kugelformige Mole-
kiile in Betracht fillt. Damit ist die Extremaleigenschaft
kugelftrmiger Molekiile ausgedriickt, unter allen konvex
geformten volumgleichen Molekiilen den kleinstmog-
lichen Radienquotienten, also die gréBtmogliche mittlere
Weglinge zu veranlassen.

5. Rolationsellipsoidische Molekiile. Der Radienquo-
tient % soll nun fiir Rotationsellipsoide mit den Halb-
achsen a, @, b berechnet werden. Wegen der Ahnlich-
keitsinvarianz ist 4 nur vom Achsenverhiltnis

b

= 10
"= (10)
abhingig. Die Wahl dieser besonderen elementaren ein-
parametrigen Schar von Rotationskorperformen bietet
den Vorteil, flache oder scheibenférmige und auch lange

oder stabférmige Formtypen simultan zu erfassen.

Als Prototyp scheibenformiger Molekiile 148t sich ein
~ Rotationsellipsoid mit ¢ < % <1 wihlen. Fiir die drei

fundamentalen MaBzahlen stehen in diesermn Fall die fol-
genden Formeln zur Verfiigung:

1
M=2na{x+ ———— arccos x};
Y1-x?
2 P
F = 2ma? [1+ _’Lrln(i”‘il/_l_i‘_); (11)
152 %
Vo= 4;‘ a®x.

Als Prototyp stabférmiger Molekiile dient dagegen ein
Rotationsellipsoid mit I < » < oo, In diesem Fall gelten
die Formeln:

M = 2xa{x+ .__L_m (x+]/x2—1)};
V;cz—l

. %2 1
Fe=2xa2{1+4 —-—arccos—}; {12}
Vx2—1 %
4
V = _375 ad x.

Auf Grund von (11) und (12) kénnen die Radien-
gquotienten » nach (6) berechnet werden. Die unten fol-
gende Tafel enthilt einige Werte fiir flache und lange
Typen. Das mit Abb. 1 wiedergegebene Diagramm illu-
striert die Abhingigkeit des # von x. Der Tiefpunkt
entspricht der Kugel bei x=1,

K

f )

7,54

Abb, L.
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% /] % %

0,1 1,625 1 1,000
0,2 1,316 2 1,067
0,3 1,181 3 1,175
0,4 1,107 4 1,288
0,5 1,062 5 1,400
0,6 1,034 6 1,511
0,7 1,017 7 1,618
0,8 1,007 8 1,723
0,9 1,001 9 1,825
1,0 1,000 10 1,925

II.

Der folgende, zweite Abschnitt dient der Vorbereitung
der mathematischen Beweisfithrung; insbesondere wird
ein Satz der MaBgeometrie der konvexen Ké&rper er-
ldutert, dessen Anwendung die Herleitung des Haupt-
resultats der vorliegenden Arbeit stark vereinfacht.

6. Die Mafzahlen eines konvexen Korpers. In der MaB-
geometrie konvexer Kérper spielen drei MaBzahlen eine
fundamentale Rolle, nimlich das Integral der mittleren
Kriimmung M, die Oberfliche F und das Volumen V.
Diese drei einem konvexen Korper K zugewiesenen
Werte treten in der Volumformel von J. STEINER als
Koeffizienten auf. Diese lautet:

Vo= V+Fo+ Mot i;”— o, (13)

Hierbei ist V; das Volumen des duBeren Parallelkér-
pers K; von K, den man als Korper derjenigen Punkte

erkldren kann, welche von K einen ¢ nicht iibertreffen-
den Abstand aufweisen.

7. Ein Funktionalsatz. Ist jedem konvexen Korper K
eindentig ein Funktionswert ¢{K) zngeordnet, so spre-
chen wir von einem Funktional. ¢{K) heilit bewegungs-
invariant, wenn @(K) = @(K’) ist, falls K und K’ kon-
gruent sind; @(K) heil3t additiv, wenn

¢(KI+KN)+¢(K/KN) — ¢(Kl)+(}7(K”)

ist, falls K = K’ K’ durch eine Ebene in die beiden
konvexen Teile K’ und K’ zerlegt ist; der Durchschnitt
K’K” bezeichnet den ebenen Schnittbereich, der von
der Ebene aus K ausgeschnitten wird; ¢(X) heiBt stetig,
wenn |p(K) — ¢(K’)| < & ausfillt, falls K’ ein Ko&rper
ist, welcher der Distanzbedingung d{X, K’} < @, unter-
liegt.

Die Distanz zweier Korper K und K’ ist hierbei durch

d(K, K') = infe (Ks2 K’, K;2 K)
definiert.

Es ist eine bekannte Tatsache, dafl die drei Maf3zahlen
M = M(K), F = F(K) und V= V(K), als Funktionale
des Korpers K aufgefaflt, die obenerwihnten drei Eigen-
schaften besitzen.

Umgekehrt gilt nun ein Funktionalsatz, der folgendes
besagt:

Ist @(K) ein iiber der Klasse der konvexen Korper K
definiertes bewegungsinvariantes, additives und stetiges
Funktional, so gibt es vier Koeffizienten C;, so daB fiir
alle K

@K} = Co+ C; M+ C,F +C,V {14)

gilt.
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I11.

In diesem letzten Abschnitt wird eine Herleitung der
Formel fiir die mittlere StoBzahl bei konvexen Mole-
kiilen gegeben; die mittlere Weglinge ergibt sich un-
mittelbar aus der StoBzahl.

8. Die wmittlere Stofzahl. Unter der Annahme kugel-
férmiger Molekiile gewinnt man nach den bekannten
Ansitzen der elementaren kinetischen Gastheorie fiir
die mitilere Stofzahl N, d.h. fiir die Anzahl der Zusam-
menstdBe, die ein ausgewidhltes Molekiil pro Zeiteinheit
mit den andern verursacht, die Formel

N =47 D¢ o (15)
Hierbei bezeichnen g und D Molekiilradius und Dichte
wie im ersten Abschnitt; ferner bedeutet ¢ die mittlere
Relativgeschwindigkeit der Molekiile. Diese ist von der
mittleven Geschwindigheit ¢ wohl zu unterscheiden. Wird
das MaxweLLsche Geschwindigkeitsgesetz in Kraft ge-
setzt, so hat man nach Ergebnissen klassischer Rech-
nungen

(16)

Die mittlere Weglinge 1 hidngt mit der StoBzahl N
in einfachster Weise direkt zusammen, und zwar gilt,
wie man sich miihelos iiberlegt, die Relation

(17)

die wir auch fiir unseren aligemeineren Fall nichtkugel-
formiger Molekiile verwenden werden. Nach (17) ergibt
sich mit (15) und (16) die MaxweLLsche Formel (1).

9. Das mathematische Modell des StoBzahlproblems. Fiir
die Ermittlung der mittleren Stofizahl N ist es nicht er-
forderlich, die wahren Abliufe der StoBvorginge in
strikter physikalischer Interpretation zu verfolgen; ins-
besondere ist es {iberfliissig, die durch die StoBwirkun-
gen verursachten Richtungs- und Geschwindigkeitsande-
rungen zu berticksichtigen. Es ist ndmlich eine charak-
teristische Eigenschaft des MaxwEeLLschen Geschwindig-
keitsverteilungsgesetzes, daB sich die relativen Hiufig-
keiten der durch die Molekiile reprisentierten Geschwin-
digkeiten und Bewegungsrichtungen gegeniiber den
dauernden StoB8wirkungen invariant verhalten. Eine Mit-
einbeziehung dieser Einwirkungen hiitte auf den zu be-
rechnenden Wert von N keinen EinfluB. Eine damit im
Zusammenhang stehende Vereinfachung, die fiir die
mathematische Fassung des StoBzahlproblems sehr we-
sentlich ist, besteht darin, nicht auf die gegenseitige
rdumliche Undurchdringlichkeit der Molekiile zu achten.
Die materiellen Molekiile werden durch kongruente fik-
tive geometrische Korper ersetzt, die sich gleich verteilt
in allen Raumrichtungen geradlinig und translativ be-
wegen, und zwar mit Geschwindigkeiten, die das Max-
WELLsche Gesetz realisieren. Als Stof3 wird jede geo-
metrische Durchdringung registriert, welche auf solche
Weise zwischen zwei Korpern zustande kommt. Endlich
148t sich das System der sich simultan bewegenden Mole-
kiile durch das folgende einfachere Modell ersetzen: Alle
Korper K ruhen und sind rdumlich so verteilt, daB die
im Mittel auf die Volumeinheit entfallende Anzahl gleich
der vorgegebenen Dichte D ist.

Ein einziger Kérper K, bewegt sich in irgendeiner
Raumrichtung translativ mit der konstanten Geschwin-
digkeit ¢, also mit der mittleren Relativgeschwindigkeit.
Die zu ermittelnde StoBzahl N ist dann identisch mit
dem Erwartungswert der Zahl der ruhenden Korper K,
die pro Zeiteinheit mit dem sich bewegenden Korper K,
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zur gegenseitigen Durchdringung gelangen. In Abb. 2
sind diese Verhiltnisse bildlich dargestellt. Der von K,
wihrend einer Zeitspanne 4 bestrichene Raumteil stellt
einen zylinderférmigen konvexen Kérper Kd dar. Ist

Abb. 2.

n(4) die Anzahl der Korper K, die von K{ getroffen
werden, so ist jetzt die Stofizahl N zu interpretieren als
der Erwartungswert von

. n(d)
N’ = lim .
A—1>oo a4

(18)

Damit haben wir ein Modell entwickelt, das sich von
seinem physikalischen Urbild weit entfernt, dafiir aber
an mathematischer Einfachheit und Fafibarkeit soviel
gewonnen hat, daBl das gestellte Problem der Bestim-
mung von N vollig exakt gelost werden kann. Das Pra-
dikat exakt versteht sich naturgemdf relativ zum mathe-
matischen Modell.

10. Die Lésung des StofBzahlproblems. Fiir die von uns
eingeschlagene Methode ist es charakteristisch, daB fiir
die Bestimmung der mittleren StoBzahl N nun keine
expliziten Mittelwertsintegrationen erforderlich werden,
sondern daf3 sich die Aufgabe nach Anwendung des
Funktionalsatzes, den wir im zweiten Abschnitt erdrter-
ten, auf eine Koeffizientenbestimmung reduziert. — Wir
denken uns zunichst den konvexen Korper K, von einer
von den K unabhingigen Grofe und Form. Die ihm zu-
kommenden MaBzahlen seien M,, F, und ¥;,. Die ruhen-
den Korper K sollen die MaBzahlen M, F und V auf-
weisen; im iibrigen sollen die K durch ihre rdumliche
Verteilung die Dichte D repriasentieren. Denken wir uns
nun D fest, X, und K unabhingig variabel, so wird
offenbar

N = DK, K,), (19)

d.h. die StoBzahl N wird ein Funktional der beiden Kor-
per K und K, sein. Fassen wir zunidchst K, als fest, K als
variabel auf, so ist sinngemiB

@(K) = D(K, K,) (20)‘

zu setzen. Nun stellt sich bald heraus, dafl das mit An-
satz (20) eingefiihrte Funktional bewegungsinvariant,
additiv und stetig ist, also die im zweiten Abschnitt be-
trachteten charakteristischen Eigenschaften aufweist.
Die Bewegungsinvarianz folgt trivial aus der Definition
von N. Die Additivitat ergibt sich auf Grund der Fest-
stellung, daB fiir die Anzahl m(K) der Durchdringungen
von K, mit den K fiir jede beliebige Lage von K, die
Funktionalgleichung '
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m{K+ K"y +m(I{' K”) = m(K')+m(K")

besteht. Zur Verifikation vergleiche man die mit Abb. 3
vorgelegte schematische Darstellung. Die Stetigkeit ist
an und fiir sich plausibel; auf den mathematischen Nach-
weis dieser Eigenschaft miissen wir mit Riicksicht auf
den Charakter dieser Arbeit hier verzichten.

Abb. 3.

Die Anwendung des Funktionalsatzes (14) ergibt nun
oK) = DK, Ko) = Ag+ A, M+ 4,F+ 4,7, (21)

wobei die Koeffizienten 4, naturgemilB von dem zu-
néchst als fest angenommenen Koérper K, abhingig sind.

Fassen wir umgekehrt K als fest und K als variabel
auf und setzen wir entsprechend

P(Ko) = P(K, Ky), (22)

so gilt fiir das Funktional y das Analoge wie fiir ¢ weiter
oben. In gleicher Weise ergibt sich nach dem Funktional-
satz

WKy = P, Ko} = By+ By My+ By Fo+ B, V, {23}

wobei nunmehr die Koeffizienten B; von K abhingig
sind.

Aus {21) und (23) folgert man jetzt, daBl es konstante
Koeffizienten C,, gibt, so dal

DK, Ky) = Cyy
+ CypM+Coyy M,
+ CopF+ Cu M My+ Cou Fy
4+ Co V+Cyy FMy+C\, MF+Cyy V,y
+Cqy VM4 Cou FFy+ C iy MV
4+ CagVFo+ CyyF V¥V
+Ca V'V,

(24)

gilt. Die Ermittlung der Koeffizienten C,; ist einfach
und wird dadurch erreicht, daB man an Stelle von X
und K, zwei Kugeln mit den Radien R und R, in Er-
wigung zieht.

In diesem Fall 1iBt sich N = @(K, K) direkt berech-
nen. Der von K, in der Zeitspanne A4 durchstrichene
Raumteil K¢ ist ein Kugelzylinder vom Radius R, und
der Zylinderlinge ¢A4. Vergleiche hierzu die Darstellung
in Abb. 4. Die Anzahl u{4) der von K, getroffenen
Kugeln K ist offenbar identisch mit der Anzahl der
Kugelmittelpunkte der K, die der 4uBere Parallelkdrper
von K# im Abstand R enthilt. Dieser ist ein Kugel-
zylinder vom Radius R + R, und der Zylinderlinge ¢4.
Fiir groBe 4 haben wir

n(d) ~xDEA(R+Ry2, (25)
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Abb. 4.

und demnach nach Ansatz (18)

N’ =7 D Z(R+ Ry)* (26)
Setzt man jetzt in (24) die den Kugeln K und K, ent-
sprechenden MaBzahlen

M=4nR, Fe=4mRY Vs_‘%”—zza;
(27)

4
M, =4n R, Fy=4nR} Vow»—é—yi}?;}

ein, so gestattet die Identifikation des entstehenden Aus-

druckes mit (26) die Koeffizienten C;;, abzulesen. Es er-

gibt sich so

D? D¢
7 YuT= g

C,y, = 0 {fiir jedes andere Indizespaar 7 &.

0z 4

Coo = (28)

Damit erhalten wir fiir das mit (19) eingefiihrte Funk-
tional

D3
DK, Ko = 8—;{2@F+MM0+2:;,F°).,, (29)
Indem wir endlich K, mit K kongruent annehmen, ge-
winnen wir den gesuchten Wert fiir die mittlere StoB-
zahl N, ndmlich

D¢

87
Aus (17) ergibt sich nun mit Riicksicht auf (16) die ge-
suchte Formel

N =

(30)

o Hfem

T DM+ 4 F)
fiir die mittlere Wegliange. Damit ist das Hauptergebnis
der vorliegenden Arbeit erreicht.

A {31)

Summary

The molecules of an ideal gas are supposed to be con-
gruent and convex bodies K of random form. The
“kinetic radius’’ g is defined as radius of those spherical
molecules K which—according to the elassical CLausius-
MaxweLL principles of the kinetic-gas theory and under
the same external conditions—have the same mean free
path and the same number of collisions as the molecules
K. The spheres K, are supposed to be equivalent to the
bodies A regarding the kinetic actions,

In this note the formula
o=V(M?+ 4 aF)/32 7
is deduced (I = integral of the mean curvature, F = sur-
face of K).



